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应 力 为 滤 过 复合 Erlang 更 新 过 程 时 结构 的 可 靠 度 * 
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jE 要 : 滤 过 复合 Erlang 更 新 过 程 常用 于 描述 我 国 公路 交通 中 的 车 辆 荷载 随机 过 程 。 本 文 旨 在 讨论 强度 
为 随机 变量 、 应 力 为 滤 过 复合 Erlang 更 新 过 程 的 半 随 机 过 程 结构 可 靠 性 模型 。 利 用 Erlang 更 新 
过 程 的 母 函 数 ， 我 们 得 到 该 随机 模型 的 结构 可 靠 度 在 四 种 不 同情 况 下 具体 表达 式 。 
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在 公路 桥梁 结构 的 可 靠 度 计算 中 ， 涉 及 到 两 个 最 基本 的 方面 ， 即 结构 强度 和 荷载 效应 的 不 
定性 分 析 。 由 于 结构 强度 随时 间 影 响 变化 较 小 ， 通 常用 随机 变量 来 描述 。 而 作用 在 路 桥 结构 上 
的 随机 荷载 ， 最 重要 的 就 是 车 辆 荷载 。 它 不 但 具有 随机 性 ， 而 且 还 随时 间 而 变化 。 从 统计 数 
学 的 观点 来 看 ， 可 变 荷载 必须 用 随机 过 程 来 描述 。 文 献 [1] 根据 我 国 四 条 国道 交通 荷载 观测 数 
据 ， 指 出 车 重 荷载 可 用 滤 过 Poisson 过 程 描述 。 文 献 [2] 根据 国道 110 上 的 现状 车 辆 荷载 统计 分 
析 ， 采 用 滤 过 复合 Erlang 更 新 过 程 描述 车 辆 荷载 随机 过 程 ， 并 且 使 用 两 个 正 态 分 布 加 权 和 的 双 
峰 型 概率 分 布 描述 车 辆 荷载 。 文 献 3,4 讨论 了 两 类 半 随 机 过 程 模型 (指数 -复合 Weibull 过程 模 
型 、 正 态 -平稳 二 项 过 程 模型 ) 的 结构 可 靠 度 ， 其 主要 方法 是 采用 最 小 变换 方法 ， 把 半 随 机 过 程 
结构 可 靠 性 模型 转化 为 随机 变量 结构 可 靠 性 模型 ， 再 利用 当量 正 态 法 获得 模型 的 结构 可 靠 度 。 
本 文 首先 建立 强度 为 随机 变量 ， 应 力 为 滤 过 复合 Erlang 更 新 过 程 的 半 随 机 过 程 结构 可 靠 性 模 
型 ， 再 利用 Erlang 更 新 过 程 的 母 函 数 ， 给 出 结构 在 任 一 时 刻 t 的 可 靠 度 R(t)。 


2 预备 知识 


定义 15] 称 车 辆 荷载 随机 过 程 (X (0), t > 0} 为 滤 过 复合 Erlang 更 新 过 程 ， 如 果 它 可 以 表 
示 为 
NO) 


X(t) = Y nien, En)(t), 
n=0 


其 中 : 1) 车 辆 数 随机 过 程 TN(b, t > 0} 为 Erlang 更 新 过 程 ， 即 时 间 间 隔 独 立 且 同 服从 参数 
X (k, A) 的 Erlang 分布， 其 密度 函数 为 
E ubckei ccs 
fs) - r^ e r»0, 
0, gz <0. 
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2) &(n- 12……) 为 第 ?个 出 现 的 车 辆 荷载 ， 它 们 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 且 
与 N(t) 独立 ， Jf £y = 0. 
3) 


1, t€ (B4, Enl, 
Ig, Ent) = n 
0, t£ (Bn, Enl, 


id 7a (n =1,2,) A in ERRER ERRER, Ta X En- HRE En 出 现 所 需 的 时 间 
间 ， H7. « T, Jf 79 — 0， 则 


n 
B, = 》 了 7， En = Bn+ m 
il 


分 别 表示 iEn 在 桥梁 某 截面 上 开始 出 现 的 时 刻 和 结束 时 刻 。 

定义 2 设 应 力 为 随机 过 程 {X(t), t > 0}， 强 度 为 随机 变量 Y， 则 结构 在 任 一 时 刻 t 的 可靠 
RE R(t) = P(Y > X(t)). 

3:8 119 设计 数 过 程 {N(t), t > 0) X Poisson 过 程 ， 则 


P(N(t) = k) = O os k=0,1,..…. 


5|:82l] 4T; (i — 1,2,…) 是 独立 同 分 布 于 参数 为 (k, 入 ) 的 Erlang 分 布 ，{N(t),t > 0} 是 
以 Ur; 为 更 新 间距 的 更 新 过 程 ， 则 更 新 过 程 的 母 函数 为 





oo k—1 Lo 
^ s—1 Sk eJ ioc 
P(t,s) = 》 s"P(N(t) 2n) 21- pa ep P RA 





n=0 st 

XU e = exp(2ri/k). 
3 MES Erlang 更 新 过 程 模型 的 结构 可 靠 度 

定理 1 设 应 力 {X(t), t > 0) 为 滤 过 复合 Erlang 更 新 过 程 ， 截 口 随机 变量 &, (n = 1,2, ) A 
有 连续 分 布 函数 政 (xz), 强度 为 随机 变量 Y, 具有 连续 密度 函数 g(z), H6. (n — 1,2,---) SY, N(t) 
相互 独立 ， 则 结构 在 任 一 时 刻 上 的 可 靠 度 为 

RE) = | PFC))oodz 
0 


其 中 P(t, F(z)) 的 具体 表达 式 如 下 : 


1 当 k=1 时 
P(t, F(z)) = expt - Mt[1— F(z)])}; 
2) 当 k=2 时 
P(t,F(z)) = s [t £736] exo( — At[1- Fi(z)]) 


+3[1— F3] exp { — At[1-- Fi (z)]); 
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3 当 上 >3 且 大 为 奇数 时 


天 
P(t,F(z)) = S DD F* (z) exp{ - At[1— F* (z)]) 
m=1 


k-1 


42 Y 1 cos [MtF (z) sin (22) + i] s ( - x1 - Fi Joos (272)] ; 


j-1 





4) 当 大 >4 且 大 为 偶数 时 


k 
F* (z)| exp{ — AM[1 — Ft (z)]) + (-1)* exp { 一 Mt[1+ FE(z)]} 


m=1 


1 
kF(z) 





P(t, F(z)) = 


&—ai 


£2 ^ ene [x (2) sin ( ES 十 m exp { - Xx] 一 F*(z) cos (IH. 
j=1 


证 明 EF N(t)5 X(t), Y 独立 ，&0 = 0， 则 结构 在 任 一 时 刻 t 的 可 靠 度 为 


R(t) = > P(N(t) =n)P(é0 < Y,- ,én «Y|N(t) 2 n) 
n—0 
= P(N(t) — 0)P(£o « Y | N(t) — 0) 


oo 


+9 P(N(t) 2 n)P(& <Y, ,én « Y|N(t) =n) 


n-l 


= P(N(t) -0)P(£&) « Y) Y^ P(N() =n)P(ĉo < Y,- -En < Y) 


n=1 


= P(N(t) 2 0)P(Y > 0) + Y P(Nd) — n) P( max & « Y) 


n-l 


Too oo 十 co a 
= P(N(t)=0) T g(z)dz + » P(N(t) =n) f [F(z)] g(x)dz 


+o n 
i Y N()- i [F(æ)]"g(æ)dz 


n=0 


[^ { Yr P(N(t) 2n ) Jez)yd. 


由 引 理 2， 令 母 函 数 P(t, s) 中 的 s = F(x)， 可 得 


P(t,F(z)) = 》 [Fæ] P(N(t) =n) 
天 一 


加 F(z)-1 F (aei " mo 
= 1+ "EE D exp [-At(1 — F* (z)e7)]). 
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将 上 式 代 入 R(t)， 则 
十 co 
io - f P(t, F(x))g(z)dz. 


现 就 k 的 取 值 对 P(t, F(z)) 进行 分 类 讨论 : 
1) 当 k = 1 时 ， 即 滤 过 复合 Erlang 更 新 过 程 的 更 新 间距 服从 指数 分 布 ，{X(t), t > 0} 就 
是 滤 过 复合 Poisson 更 新 过 程 。 由 引 理 1 


oo 


P(t, F(z)) — »» [F(z)]" P(N(t) =n)= » [PCD ee = exp ( - At[1— F(z)]), 
n=0 n=0 


由 此 可 得 结构 在 任 一 时 刻 上 的 可 靠 度 为 
十 co 
R(t) — J exp ( — àt [1 — F(z)])g(z)dz. 


2) 当 上 为 偶数 时 ， 由 (F(z)ei)* = F(a), 1 一 2 二 (1 一 x)(1 十 Zz 十 … 十 x*-1) 得 


k-1 k 
P(t, F(z)) = 工 一 EG > {1 - exp[-At(1 - F*(z))]) 5 [Ft(z)ei ]" 
j-0 m-—1 


1 k e k-1 i n . 
= 1 FO 24 7. (00 2.00 (1 — exp[-At(1 — F+ (z)e?)]) 








k k—1 
— FE 2 FË (z) 2e)" exp [ — àt(1 — Ft (z)e?)] 3 (1) 
令 
k—1 : | 
Tn(z) = Y (e)"exp[- M1— Fh(z)), m=1,...,h, 
j=0 
则 (1) 式 可 改写 为 
d rr 
PREDSE 2. PT GIYTa(2- Q) 


由 e = exp(2zi/k) 可 计算 得 
k-1 


T(t) = > { EO [xr (a) san (2) m M +isin [MtF (a) sin (53) 十 y 
j=0 








exp { -XIL- Fh) cos (2)])}, m= 1,... ,k. 


(A) 当 k=2 时 ， 由 (2) 式 得 


2 
P(t, F(2)) = = Y. F? (z)T« (2) 





23D r9] exp [7 xa - F6] + 30 - F3 6)] exp [- x FH). 
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(B) 当 k > 2， 且 上 为 偶数 时 


L 


< 277 2rmj 
Tn(z) = { cos [rt (x) sin (72 k ) 十 一 | 


j=0 


+isin [xr (a) sin (5) 十 m leot —At |: 一 F* (x) cos (EH 


exp ( — M [1 — F*(z)]) + (C1)? exp ( — At [1 + F* (z)]) 


M. 


MT 





25) y Zrmi] 


> cos [trt (zx) sin ( k k 


十 isin pert (2) sin (52) a IT } exp{ -athi 一 F* (x) cos eu 


imi. is. (nj | 20mj 
十 £ { cos [MtF a) sin (72) + n | 


j-541i 


十 isin [trt (z) sin (55) + m eof — At |: 一 F* (z) cos Cz } 


= exp { — At[1— FE(z)]} + (-1)7 exp ( — At [1 + F*(z)]) 











k 
k—1 


12 Ð co purt e)an Cr) ree [p - rhon (FE) 


将 上 式 代 入 (2) 式 ， 即 证 得 结论 成 立 。 
3)” 当 上 为 奇数 时 ， 同 理 可 证 得 


Tml) = exp ( - M [1- Ft (z)]) 


k—1 


十 2 b» cos [rt () sin (8) 十 dui exp { — àt |: E FÈ (z) cos (至 )] 


k 
了 一 





将 上 式 代 入 (2) 式 ， 亦 证 得 定理 结论 成 立 。 
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Structural Reliability for Stress Obeying Filtered Compound Erlang 
Renewal Process 


KE Jun-bin 


(School of Mathematics and Computer Science, Fujian Normal University, Fuzhou 350007) 


Abstract: Recently, a filtered compound Erlang renewal process is frequently used to describe vehicle 
loads in our country. The purpose of this paper is to discuss the structural reliability model, whose 
strength is random and stress is distributed by a filtered compound Erlang renewal process. Based on 
the generating function of Erlang renewal processes, explicit expressions for the structural reliability 
(under four different situations) about this model are derived. 

Keywords: random load; filtered composite Erlang renewal process; generating function; structural 


reliability 
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